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Teoretiskais konspekts TRIGONOMETRISKIE VIENADOJUMI UN
NEVIENADIBAS

Definicija. Par trigonometrisko vienadojumu sauc tadu vienadojumu, kura nezinamais ir kadas
trigonometriskas funkcijas arguments.

Atrisinat trigonometrisko vienadojumu nozime vai nu atrast visas tas nezinama vertibas,
ar kuram vienadojums kliist par skaitliski patiesu vienadibu, vai arT pamatot, ka sadu vertibu nav.

VIENADOJUMA SIN & = a ATRISINASANA

Ja funkcija y = f(z) ir monotona kada intervala, tad, zinot kadu funkcijas vertibu, var viennozimigi y = 12, jay=4,tad z = ......

noteikt argumenta atbilstoso vertibu.
T m . )

Viens no funkcijas y = sin x monotonitates intervaliem ir [—5; ﬂ (skat. teor. konspektu “Trigo- y=sinz, jay=1,tadaz ="

nometriskas funkcijas”). Tatad katram skaitlim no intervala [—1; 1] (funkcijas vertibu apgabals) var
e c - .. . . _ ™ T . . . c 1.

aprekinat skaitli (pagrieziena lenki) no intervala [—5; 5} , kura sinuss ir vienads ar doto skaitli.

Definicija. Par reala skaitla a (a € [—1; 1] ) arksinusu sauc tadu lenki a no intervala [—g; g], .

kura sinuss ir vienads ar skaitli a . Pieraksta arcsina = «. arcsin —- = 30

™ \/§ T T
. . . ™ T Sln—:—un_e[__;_:|
arcsina = «, ja sina=a un «€ [—5;—} 3 2 3 22
Izmantojot sinusa vertibu tabulu, var sastadit atbilstoso arksinusa vertibu tabulu.
V3| V2 1 1| V2| V3
a —1 5 |73 | 73 0 5 | 2 | =7 1 arcsin2 neeksisté, jo nav tada
lenka, kura sinuss butu vienads
T ™ T T T T T ™
arcsin a —— —— — | —= 0 — — = — ar 2.
2 3 4 6 6 4 3 2

No §is tabulas viegli redzet, ka |arcsin(—a) = — arcsina|.




[zmantojot arksinusa definiciju, var atrisinat vienadojumu sinx = a, ja a € [—1; 1].

AY
T — arcsina /\ arcsina

AEERY

1. zim.

r1 = arcsina
Ty = W — arcsina
Nemot vera sinusa funkcijas periodiskumu (7" = 27 k,
k € Z), iegust vienadojuma sinx = a atrisinajumu
vispariga forma:

{ x = arcsina + 2w k,

x = — arcsina + 2wk, kur k € Z.

Divas atrisinajumu formulas var apvienot
viena formula

x = (—1)™.arcsina+nm, meEZ.

1. uzdevums. Atrisinat vienadojumus:

a) sinr = —.
2

0
Ta ka in— = —
_a aE::CSIHQ 6,tad
x:6+27rk,
xzﬂ—%+27rk, k € Z;
r 7r
=—+421k
x 6—|— T K,
o
$:€+27T]€, k € Z.
vai x:(—l)m-%Jﬂrm, mGZ)

d) sin (295— E) = E

3
Ta ka arcsin £ =

2
b) sinz = —g.
Ta ka arcsin ( — Q) = —E, tad
_ T 2 4
r=——+42nk,

xzw—(—%)%—%rk, k € Z;

x:—%+27rk:,
xz%#—?wk, ke Z.

(vai r=(—1)"*t". % +7mm, mé€ Z)

. E,tad
) 6 2 3
T m

Qx—z:z+27rk‘, 20 = -+ — + 27k,

6 3 3 6 -

s s 2t om
2r——=m— =427k, ke, = 4+ =
: T 5 T 3+7r, € Z; 2x 3+6—|—27Tk, ke
2x:z+27rk:, x:z—l—wk,

2 4

o = 5%
Qx:F+27rk‘, k € Z; x:E+7Tk, keZ

¢) sinx =0.3.

e) sin— = —0.1.



Ir dazi specialgadijumi, kuru atrisinajumu viegli nolasit no vienibas rinka linijas.

Atzimet uz vienibas rinka linijas atbilstoSsos punktus:

2. uzdevums.
Atrisinat vienadojumus:

sinz =0 nk, kKEZ sind3z =0
2. zim.
s
. ™ 4
sm<x+5>
T
sinx =1 §—|—27rk:, keZ
3. zim.
sin(0.1x) = —1
iy
sinex = —1 —§—|—27'rk:, keZ

4. 7z1m.




VIENADOJUMA COS X = G ATRISINASANA

Viens no funkcijas y = cosz monotonitates intervaliem ir [0;7] (skat. teor. konspektu “Tri-
gonometriskas funkcijas”). Tatad katram skaitlim no intervala [—1; 1] (funkcijas vertibu apgabals) var
viennozimigi aprekinat skaitli (pagrieziena lenki) no intervala [0; 7], kura kosinuss ir vienads ar doto
skaitli.

Definicija. Par reala skaitla a (a € [—1; 1] ) arkkosinusu sauc tadu lenki ano intervala [0; 7],
kura kosinuss ir vienads ar skaitli a. Pieraksta arccosa = o.

arccosa = «, ja cosa=a un o« € [0;7]

Izmantojot kosinusa vertibu tabulu, var sastadit atbilstoso arkkosinusa vertibu tabulu.

V31 V2 1 1 V2 | V3
a 1| - - | —= 0 — — | — 1
2 2 2 2 2 2
5m 3 21 T T
arccos a T — — — 0 — — — 0
6 4 3 3 4 6

arccos(—a) = m — arccos a|.

Arkkosinusam pastav Sada ipasiba

Izmantojot arkkosinusa definiciju, var atrisinat vienadojumu cosx = a, ja a € [—1; 1].

A 1 = arccos a
Ty = — arccos a

Nemot vera kosinusa funkcijas periodiskumu (7" = 27 k,
k € Z), iegust vienadojuma cosx = a atrisinajumu

vispariga forma:

Vs

\ Y
\ arccos a
a

0 1 x = arccosa + 27k,
x = —arccosa + 2wk, kur k€ Z,
—arccosa vai divas atrisinajumu formulas var apvienot viena for-
mula
5. ZIm. x = *arccosa + 2wk, k€ Z.

arccos — = —, jo
4 J
T V2 m 0: 7]
COS— = — un — s
2 4
arccos v/ 3 neeksiste, jo nav tada

lenka, kura kosinuss butu vienads

ar V3 (V3 ¢ [~1;1)).



3. uzdevums. Atrisinat vienadojumus:

V2

a) COST = ——-.
2
Tékaarccos(—£>:3—7r,tad
5 2 4
x:izﬂ—i—ka, keZ.
x \/3
b - =—.
)COS2 5
Ta ka arccosézz, tad
2 6
x s
—=4+—+4+21k, keZ
5 6+ TR, € 4,

x:j:g—l—élﬁk, keZ.

Vienadojumam cosx = a ir specialgadijumi, kuru atrisinajumus var nolasit no vienibas rinka linijas.

c) cos <x+ %) =

1
Ta ka arccos 3 =

val

Atzimet uz vienibas rinka linijas atbilstosos punktus:

c) cosz =—0.6.

4. uzdevums.
Atrisinat vienadojumus:

™
cosz =0 a:=§—|—7rk, kezZ cos2x =0
6. zim.
s
— ) =1
cos(m 4)
cost =1 r=2nk, ke
7. zZim.
cos(0.2z) = —1
cosr = —1 r=mw+2wk, keZ

8. zim.




VIENADOJUMA tg x = a ATRISINASANA

Funkcijas y = tg x vertibu apgabals ir visu realu skaitlu kopa, funkcija monotona, pieméram, intervala

(—g; g) (skat. teor. konspektu “Trigonometriskas funkcijas”). Tatad katram realam skaitlim var

. . e - .. . . _ ™ T . .
viennozimigi aprekinat skaitli (pagrieziena lenki) no intervala ( ——; — ), kura tangenss ir vienads ar

272
doto skaitli.
Definicija. Par reala skaitla a arktangensu sauc tadu lenki ano intervala (—5; g), kura tan-

genss ir vienads ar skaitli a. Pieraksta arctga = o .

. T T
arctga=«o, Ja tga=a un a€<—§;§>

Izmantojot tangensa vertibu tabulu, var sastadit atbilstoso arktangensa vertibu tabulu.

a -1 IR BC A P R PR IV
3 3
" m m m 0 m 7r m
arctga —— |- | -z = — -
§ 3174 6 6 | 4 | 3
Var redzet no tabulas, ka |arctg(—a) = —arctga|.

Izmantojot arktangensa definiciju, var atrisinat vienadojumu tgax = a visiem realiem skaitliem a .

AY Atg o
a
] feetlea Nemot vera tangensa funkcijas periodiskumu (7' = 7k,
k € Z), var apskatit vienadojuma tgax = a atrisinajumus
7 tikai uz vienibas rinka linijas puses (IV un I kvadrantos);
i s atrisinajumus vispariga forma var pierakstit sadi:
. 0 T
\
K x = arctga + 7k, k€.

5. uzdevums. Atrisinat vienadojumu.
i
tg(2x + =) = V3.

6

T T
2wt ="tk keZ
x+6 3+7T, € 4;
2mz%+7rk, ke Z;

T T

= —+ =k kecZ.

TEqp gt RE



VIENADOJUMA ctg x = a ATRISINASANA

Funkcijas y =

intervala (0;7) (skat. teor. konspektu “Trigonometriskas funkcijas”).

ctgx vertibu apgabals ir visu realu skaitlu kopa, funkcija monotona, pieméram,

Tatad katram realam skaitlim

var viennozimigi aprekinat skaitli (pagrieziena lenki) no intervala (0;7), kura kotangenss ir vienads ar

doto skaitli.

Definicija. Par reala skaitla a arkkotangensu sauc tadu lenki a no intervala (0; ), kura kotan-

genss ir vienads ar skaitli @ . Pieraksta arcctga = o .

arcctga = «,

ja ctga=a un «€ (0;7)

Izmantojot kotangensa vertibu tabulu, var sastadit atbilstoso arkkotangensa vertibu tabulu.

a Y R AR R IR R Y
3 3
¢ 5% 3T 2 s s T T
r — — — — — — —
arcctg @ 6 | 4 | 3 > | 31 1| %

arcctg(—a) = m — arcctga|.

Var redzet no tabulas, ka

Izmantojot arkkotangensa definiciju, var atrisinat vienadojumu ctgx = a visiem realiem skaitliem a .

AY
a ctgo

arcctg a

1
\
\

10. zim.

0 11
;

x = arcctga + Tk,

Nemot vera kotangensa funkcijas periodiskumu (T =
k € Z), var apskatit vienadojuma ctga = a atrisinajumus
tikai uz vienibas rinka lmijas puses (I un II kvadrantos);
atrisinajumus vispariga forma var pierakstit sadi:

mk,

keZ.

arcctg 1 =

NS

cth:1 un % € (0;).

6. uzdevums. Atrisinat vienadojumu.

T
ta(r — =) = 2:
ctg(x 4) ;

l‘—%zaTCCth—l—Trk, k € Z;

xz%—l—&rcctg?—kﬂk, ke Z.



TRIGONOMETRISKO VIENADOJUMU RISINASANAS PANEMIENI

Lielaka dala trigonometrisku vienadojumu sakotneji nav doti pamatvienadojuma forma, tapec
vispirms tos nepiecieSams parveidot. Panémieni, lai to izdaritu, ir dazadi. Daudzos gadijumos ir
iespejams pielietot trigonometriskas formulas, izmantot reizinajuma vienadibu ar nulli vai reducet

trigonometrisko vienadojumu par algebrisku vienadojumu, ievieSot jauno mainigo.

Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot reizinajuma vienadibu ar nulli

7. uzdevums. Atrisinat vienadojumus:

2

a) cos®z —2cosx = 0.

cosz(cosx — 2) =0, tad

b) sinz +sin3z =0.

2sin2x cosx = 0, tad

cosz =0 val cosxr = 2 sin2x =0 vai cost =0
T )
x:§+7rk' @, jo2 ¢ [—1; 1] 2v=mk vai x:g—{—wk‘
Atbilde: v = = + 7k, ke .
2 2

¢) sin3zctgr = 0. Ta ka ctgx = C? , tad
inx
sin3z = 0, 3r =7k, xzzk,
= = 3
sinx # 0, r # 7k, x #mk;
val

coszr=0 = x:g+7rk.

Atbilde: © = iz + 7k val
3 2

x:z—l—wk, kur k€ Z.

AWMax:gh ke .

Atzimét uz vienibas rinka lmijas 7.b)
vienadojuma iegutas atrisinajumu ko-
pas un pamatot pierakstitas atbildes
pareizibu.

y

R
N

11. zim.

x

Atzimet uz vienibas rinka linijas 7.c)
vienadojuma iegttas atrisinajumu ko-
pas un pamatot pierakstitas atbildes
pareizibu.

y

ARy
N

12. zim.




Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot substitiicijas metodi

8. uzdevums. Atrisinat vienadojumus:

2cos’x = 3si )
8) 2cos°w =3sinz+3 b) sinx —cosx =0.
2(1 —sin*z) = 3sinz + 3, Dalot vienadojuma abas puses ar cosz,
2sin?z +3sinz +1=0 legust '
Apzimé sinz =t, te€[—1;1] un iegust tgx - 1=0 jeb tgz =1 Tad
1 . s
t = —1, ty = —5 Tad Atbilde: x = 1 +7k, keZ.
: ) ) 1
sinx = —1 val s1n:1::—§ c) sinz 4+ v3cosz = 0.
= _r Lok Dalot vienadojuma abas puses ar ............
T = _T Lok 7 legust
2 oT
r=——+21k
_ 6
T = —g + 27k,
Atbilde: | z = _% tork, kur keZ.
5
= —% + ok, AWDAE: oo

d) sin?x + sin 2z — 3cos*z = 0.

sin?z + 2sinzcosz — 3cosz =0

Dalot vienadojuma abas puses ar cos
tg?x +2tgx —3 =0. Apzime tgx = t,
kvadratvienadojuma saknes t; = —3 vai t5 = 1.

tgxr = =3,
& =

=1
tgx , 1
r = —arctg3 + 7k,
Atbilde:

ZE:E-}-?T/{J,

4

Ta ka sin2x = 2sinxcosz, tad

2q, ieglist

un iegtist t2 + 2t — 3 = 0,
Tatad

xr = —arctg3 + 1k,

$:z+ﬂ'k.

kur k£ € Z.
10

Atzimet uz vienibas rinka lmijas 8.a)
vienadojuma atrisinajumu kopas.

y

ARy
N

13. zim.

Atrisinat vienadojumu
cos?z —3cosx =sin’x + 4



TRIGONOMETRISKAS NEVIENADIBAS

Definicija. Par trigonometrisku nevienadibu sauc tadu nevienadibu, kura nezinamais ir kadas
trigonometriskas funkcijas arguments.

Ar trigonometriskam pamatnevienadibam saprot nevienadibas, kuru visparigais veids ir
sine > a (a1 <, >, <), cosz > a (ar1 <, >, <), tgz > a (a1 <, >, <), ctgxr > a (a1 <, >, <).
Lai atrisinatu §1s nevienadibas, parasti izmanto vienibas rinka Iiniju.

RISINASANAS SOLI

1) Aprekina nevienadibai atbilstosa skaitla a “arkvertibu” (arcsina, arccosa, arctga, vai
arcctga).

2) Vienibas rinka Inija uz atbilstosas ass atzimé a vertibu (uz y ass, ja nevienadiba satur
sinz; uz x ass, ja nevienadiba satur cosx; uz tangensu ass, ja nevienadiba satur tgx; uz

kotangensu ass, ja nevienadiba satur ctgz).

3) Uz izveletas ass iezime nevienadibai atbilstosas vertibas - lielakas vai mazakas par a,
saskana ar doto nevienadibas veidu.

4) Uz vienibas rinka linijas izvelas loku (vai lokus), kas atbilst iezimeétajai ass dalai.

5) Izveletajam lokam atzime virzienu, kura, parvietojoties pa vienibas rinka liniju, pagrieziena
lenku vertibas palielinas (t.i., pretéji pulkstena raditaja kustibas virzienam).

6) Nosaka pagrieziena lenka vertibas loka galapunktos (lai loka sakumpunktam atbilstosa
lenka vertiba butu mazaka neka otram galapunktam atbilstosa lenka vertiba).

7) Pieraksta atbildi saskana ar doto nevienadibas veidu (stigra vai nestingra nevienadiba),

pieskaitot galapunktiem atbilstosas funkcijas perioda daudzkartni (sinusa un kosinusa funkcijam
27 k, tangensa un kotangensa funkcijam 7 k).

11




TRIGONOMETRISKAS PAMATNEVIENADIBAS AR sIn &

Y
P

7 — aresin uélurmin a
/B AN
/ \
|
N

\
}

0 T
/

sinz > a (a>0)

arcsina < 1 < 7 — arcsina

14. zim.

x € [arcsina + 2w k; ™ — arcsina + 27 k], k € Z

3
Atrisinat nevienadibu sinz > g

y
/\ sinz > —a (a>0)
0 N T
B A/
o e aresinag <z < 7+ arcsina
15. zim.

x € [—arcsina + 2w k; m+ arcsina + 27 k], k € Z

V2

Atrisinat nevienadibu sinx > — —.

Atrisinat nevienadibu

sin(x—z> >1
3 2

2 16. ztm
V3 T . V2T B
arcsin — = —, tatad arcsin — = —, tatad
2 3 2 4 < T <
T T L] e T — = < i
ZEE[E+27T]€;7T—E+27T]€], jeb 336[——+27Tk37T+—+27rk}> jeb 5
3 ) 3 4 . O L L e
T s
SL’E{%—FQWK;%—FQW]{},/CEZ. IE[_Z+2W]€;Z+27T4’I€EZ' L it
crmweine | N Atrisinat nevienadibu
[ | ¢ sin2x < —
&J] | ; | 2
— —7 — arcsin a S T S arcsin a a —Y C\: . arcsina arcsina — S T1 S — arcsin a v arcsin _3 —
17. zim. 18. zim. \ -

x € [—arcsina — m+ 27w k; arcsina + 2n k], k € Z

2
Atrisinat nevienadibu sinx < g

V2T
arcsin — = —, tatad
2 4
xe[—%—w—i-%rkz;%—i-%rk:}, jeb

T € |:-¥+27Tk; %+27rk],k€Z.

12

x € |arcsina — w + 27 k; —arcsina + 27 k|, k € Z
Atrisinat nevienadibu sinz < — 7
int =7 tatad
arcsin — = —, tata
2 6

re [%—W—i—%rk:; —%+2wk}, jeb

T € {—%—!—2%& —%+27rk},k€Z.




TRIGONOMETRISKAS PAMATNEVIENADIBAS AR COS X

0 1

L/ —arccosa

20. zim.

T € [—

2
Atrisinat nevienadibu cosxz > TR

2
arccos — =
2

T € [—Z+27rk:

\B\Nms a
a T T
I

arccos a + 2w k; arccosa + 2w k|, k € Z

T
—, tatad

cost > a (a>0)

—arccosa < x; < arccos a

+27rk} kel

cosz > —a (a>0)

arccosa—m < x1 < T—arccos a

21. zim.

x € [arccosa — m + 2w k; m — arccosa + 27 k|, k € Z
1
Atrisinat nevienadibu cosz > — 3
1 =
arccos — = —, tatad
2 3
ZEE[g—ﬂ'—i—Qﬂ'k 7T—§+27rk} jeb

27
T E [——+27Tk’

2rk|, ke Z.
3 3—|—7r} €

Atrisinat nevienadibu

(+5)>
cos (x + — =
6 2

1

Yy
arccos a
[ a ". T
L 0 T
B,

23. zim.

2m — arccos a

cost <a (a>0)

arccosa < x1 < 27w — arccos a

x € [arccosa + 27 k; 2w — arccosa + 27w k|, k € Z

Atrisinat nevienadibu cos z

<V
-2

3 9w _
arccos — = —, tatad
2 6

€ [%+27T]€' 27r—%+27rk5},

{6 +2nk; —

jeb

+27rk} keZ.

13

T — arccosa -~

AA

\\
| Vo

T o fl
|

//’

B .

T+ arccos ar L

24. zim.
x € [m — arccosa + 2m k; w + arccosa + 27 k], k € Z

V2

Atrisinat nevienadibu cosx < — —.

cosx < —a (a>0)

T—arccos a < x1 < TH+arccosa

2
2_T (atad
r —_— ==
arccos 2 4, ata
IE[?T—%+27T/€'7T+%+27T/{Z}, jeb
xe{gj—i—%rk +27rk] kel

Atrisinat nevienadibu

T V3

cos — < ———

2 2




Ay A tg o
a
\

ol

arctig a
AN

TRIGONOMETRISKAS PAMATNEVIENADIBAS AR tg X

i e Atrisinat nevienadibu
: tgx >a (a>0 N
(a>0) "\ tgz > —a (a>0) '8 (m - _> > V3
0 1 > z y
/ ™ 0 T~
arctga <z < 5 T arctg \/g = ...
wWobaga T arctga < 71 < 5 '
26. zim. o “
T 27. zim. KJ
xe[arctga—i-wk;; mk). kel z €| arctga+7rk;z+7rk) keZ
2 28. zim
Atrisinat nevienadibu tgz > L— Atrisinat nevienadibu tgx > — 1
= 3 T
\/3 - arctgl = Z’ tatad ] e <T— Z T v
arctg o= =g, tatad T, €L L e,
xe[——+7rk —|—7rk),k€Z. o
[6+7Tk —{—7rk>,k€Z 4 7T T )T T T Il
Ay Atga AY A tg o
a Atrisinat \r;e_vienadibu
an x 3
\[" tgz<a (a>0) tgx < —a (a>0) tg§<—?
U — 0 I > ! . 3 B
_E < T S arctg a / Bi’:r(*tg ; _5 < ':El S _ aI'Ctg a f\ arc g 3 — e
\\j}il —7 ::%1 - - 0 >
29. zim 30. zim. \J
:UE(———HTI{:; arctga—i—wk],/{:EZ $€<——+7T/€;—arctga—l—7rk] kelZ 31 im
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